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APRESENTAÇÃO

A Pandemia do novo coronavírus pegou todos de surpresa. De repentemente, ainda 
no início de 2020, tivemos que mudar as nossas rotinas de vida e profissional e nos adaptar 
a um “novo normal”, onde o distanciamento social foi posto enquanto a principal medida 
para barrar o contágio da doença. As escolas e universidades, por exemplo, na mão do que 
era posto pelas autoridades de saúde, precisaram repensar as suas atividades. 

Da lida diária, no que tange as questões educacionais, e das dificuldades de 
inclusão de todos nesse “novo normal”, o contexto pandêmico começa a escancarar um 
cenário de destrato que já existia antes mesmo da pandemia. Como destacou Silva (2021), 
esse período pandêmico só desvelou, por exemplo, o quanto a educação no Brasil é uma 
reprodutora de Desigualdades. 

E é nesse cenário de pandemia, movimentados por todas essas provocações que 
são postas, que os autores que participam dessa obra reúnem-se para organizar este 
livro. Apontar esse momento histórico vivido por todos é importante para destacar que 
temos demarcado elementos que podem implicar diretamente nos objetos de discussão 
dos textos e nos movimentos de escrita. Entender esse contexto é importante para o leitor. 

O contexto social, político e cultural tem demandado questões muito particulares 
para a escola e, sobretudo, para a formação, trabalho e prática docente. Isso, de certa 
forma, tem levado os gestores educacionais a olharem para os cursos de licenciatura e 
para a Educação Básica com outros olhos. A sociedade mudou, nesse contexto de inclusão, 
tecnologia e de um “novo normal”; com isso, é importante olhar mais atentamente para os 
espaços formativos, em um movimento dialógico e pendular de (re)pensar as diversas 
formas de se fazer ciências no país. A pesquisa, nesse interim, tem se constituído como um 
importante lugar de ampliar o olhar acerca das inúmeras problemáticas, sobretudo no que 
tange ao conhecimento matemático.  

É nessa sociedade complexa e plural que a Matemática subsidia as bases do 
raciocínio e as ferramentas para se trabalhar em outras áreas; é percebida enquanto parte 
de um movimento de construção humana e histórica e constitui-se importante e auxiliar 
na compreensão das diversas situações que nos cerca e das inúmeras problemáticas que 
se desencadeiam diuturnamente. É importante refletir sobre tudo isso e entender como 
acontece o ensino desta ciência e o movimento humanístico possibilitado pelo seu trabalho. 

Ensinar Matemática vai muito além de aplicar fórmulas e regras. Existe uma dinâmica 
em sua construção que precisa ser percebida. Importante, nos processos de ensino e 
aprendizagem da Matemática, priorizar e não perder de vista o prazer da descoberta, algo 
peculiar e importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente, 
configura-se como um dos principais desafios do educador matemático e sobre isso, de 
uma forma muito particular, abordaremos nesta obra.  



É neste sentido, que o livro “Incompletudes e Contradições para os Avanços da 
Pesquisa em Matemática”, nasceu, como forma de permitir que as diferentes experiências 
do professor pesquisador que ensina Matemática sejam apresentadas e constituam-se 
enquanto canal de formação para professores da Educação Básica e outros sujeitos. 
Reunimos aqui trabalhos de pesquisa e relatos de experiências de diferentes práticas que 
surgiram no interior da universidade e escola, por estudantes e professores pesquisadores 
de diferentes instituições do país. 

Esperamos que esta obra, da forma como a organizamos, desperte nos leitores 
provocações, inquietações, reflexões e o (re)pensar da própria prática docente, para quem 
já é docente, e das trajetórias de suas formações iniciais para quem encontra-se matriculado 
em algum curso de licenciatura. Que, após esta leitura, possamos olhar para a sala de aula 
e para o ensino de Matemática com outros olhos, contribuindo de forma mais significativa 
com todo o processo educativo. Desejamos, portanto, uma ótima leitura a todos e a todas.

Américo Junior Nunes da Silva
André Ricardo Lucas Vieira
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RESUMO: O presente trabalho apresenta um 
algoritmo para modelar a vibração de uma barra 
em queda livre submetida a um impacto no centro, 
pelo Método de Diferenças Finitas centrada 
(MDF). Com base no MDF, discretizamos a 
equação geral do movimento da viga de Euler-
Bernoulli, considerando as condições iniciais e 
de contorno e obtendo a solução numérica de 
deslocamento e momento de flexão de uma barra 
em função do tempo. Sob as mesmas condições, 
realizamos uma simulação no software ANSYS 
LS. Comparando os resultados do MDF com o 
ANSYS, não houve diferenças significativas, 
confirmando que o algorítmo desenvolvido nesse 
trabalho é confiável e pode ser usado para 
análises de propagação de trinca dinâmica no 
futuro.
PALAVRAS-CHAVE: Análise dinâmica, Viga de 
Euler-Bernoulli, Método de Diferenças Finitas, 
ANSYS – LS, Elementos Finitos.

ANALYSIS OF MOVEMENT OF EULER-
BERNOULLI BEAM SUBJECTED TO AN 
IMPACT AT THE BEAM CENTER AFTER 
FREE DROPPING THROUGH FINITE-

DIFFERENCE METHOD
ABSTRACT: The aim of this work is to develop 
finite difference algorithm in order to model the 
vibration of a bar subjected to an impact at the bar 
center, simulating freely dropping. Based on by 
Centered Finite Difference Method (CFDM), we 
has discretized the general movement equation 
of the Euler-Bernoulli beam with the consideration 
of  initial and boundary conditions and obtained 
numerical solutions of displacement and bending 
moment of the bar in terms of time. We also 
have carried out the same modeling by using 
the software ANSYS LS. Comparing the results 
from the CFDM with the one from the ANSYS, we 
find no significant differences between them and 
confirm that the algorithm developed in this work 
is credible, which can be used for the analysis of 
the crack dynamic propagation in future.
KEYWORDS: Shock, Euler-Bernoulli beam, 
Numerical solution, Centered Finite Difference 
Method.

1 | 	INTRODUÇÃO
O Brasil é hoje um dos maiores 

produtores de minério de ferro do mundo. A 
extração é realizada em diversas etapas, as 
principais são a lavra, a britagem e a moagem. 
A moagem é a operação de fragmentação fina, 
após essa etapa o minério está pronto para ser 
utilizado em outros processos industriais. O 
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equipamento mais comum nesse processo é o moinho de Barras, nele a moagem ocorre 
pelo impacto entre as barras de aço (Figura 1) e as pedras de minério. Essas máquinas 
apresentam elevado custo de manutenção devido a constante quebra das barras internas, 
por causa dos esforços causados pelo choque com as pedras de minério.

Para reduzir o custo de manutenção do equipamento, é necessário análise 
matemática de mecânica da fratura na barra. O impacto entre as pedras e as barras 
dificulta a modelagem matemática, por que a propagação de trinca induzida por impacto é 
complexa e difícil de ser modelada matematicamente. 

Figura 1: Unidade de processamento de um moinho de Barras

O movimento transversal de vigas tem sido amplamente estudado com vários 
trabalhos publicados sobre esse assunto. Em estudo apresentado por Kim K. e Kim J. 
(2000), sobre o efeito de uma trinca na estabilidade dinâmica de uma viga de Timoshenko, 
com extremidades livre submetida a uma força constante ou intermitente, as frequências 
naturais e os módulos de vibração transversal foram obtidos pelos métodos de elementos 
finitos e das escalas múltiplas. Na mesma linha, Kisa e Gurel (2007) desenvolveram uma 
técnica numérica para análise de vibrações de vigas de seção transversal circular contendo 
trincas, porém também é utilizado o método de elementos finitos. 

O método numérico mais usado para o estudo da propagação dinâmica de trinca é o 
Método de Elementos Finitos (MEF). Atualmente os principais softwares comerciais como 
ANSYS e ABAQUES apresentam custo elevado e exigem alto nível de treinamento para os 
usuários, e ainda não são capazes de analisar propagação dinâmica de trinca causada por 
impacto. Por outro lado o MDF é um método numérico simples de fácil aplicação e muito 
utilizado em pesquisas científicas.
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O objetivo deste trabalho é desenvolver um algoritmo de diferenças finitas para 
modelar a vibração de uma barra do moinho de barras submetida a impacto. Esse algoritmo 
pode ser aplicado para análise da propagação dinâmica de trinca em trabalhos futuros.

2 | 	FUNDAMENTAÇÃO MATEMÁTICA

2.1	 Equação governante
Considera-se o choque de uma viga uniforme, na metade de seu comprimento, com 

um suporte rígido após queda livre. A teoria clássica de Euler-Bernoulli ou da flexão pura 
considera vigas prismáticas uniformes (de seção transversal constante) com comprimento 
longitudinal como dimensão predominante. Nesse modelo não é considerado a deformação 
por cisalhamento presente nas seções transversais. Para essas vigas o interesse de estudo 
são as ações de movimento chamadas de ações de flexão, conforme mostra Figura 2. 
Segundo Rao (2011), a equação geral para a vibração lateral forçada de uma viga uniforme 
é dada por:

                                (1)

onde M é o momento fletor, L é a metade do comprimento total da barra (devido a 
simetria), t é o tempo, p é a densidade do material, A é a área da seção transversal, w é o 
deslocamento transversal, f(ς, t) é a força corporal externa [N/m] e x é a posição no eixo 
longitudinal adimensionalizado por ς.

Figura 2: Flexão transversal 

A viga é discretizada uniformemente em n+1 pontos, a distância entre cada ponto é 
chamado de passo h=1/n, um valor adimensional, representado na Figura 3.
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Figura 3: Malha

A expressão  na Equação (1), corresponde à segunda derivada de M 
sobre x, pode ser representada pela fórmula de diferenças finitas centrada:

         (2)

Com l ≤ i ≤ n e l ≤ j ≤ m, onde I é o momento de inércia, m o número de incrementos 
temporal e utilizando-se da seguinte relação:

                                             (3)

Ou seja

                  (4)

A expressão  corresponde à aceleração. Para calculá-la utilizamos a 
fórmula de movimento linear de um ponto material considerando aceleração como constante 
com incremento temporal muito curto: Δt = tj - tj-1, j = 1, 2, ..., m. Assim, pela relação:

                                                                                             (5)

Obtêm-se:

                                                                                                (6)
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Na forma dicretizada:

                                                                                           (7)

Substituindo Δsi = wi
j - wi

j-1, então, temos:

                                                                      (8)

Substituindo as Equações (2) e (8) na Equação (1) e  Ag, temos:

                                 (9)

Após obter wi
j, pode-se calcular ɑi

j-1 pela Equação (7) e em seguida:

vi
j = vi

j-1 + ɑi
j-1 Δt                                                                                             (10)

2.2	 Condições Iniciais
A primeira condição inicial é dada por , assim temos wi

0 = 0. A outra 
condição inicial é a velocidade inicial da barra no momento em que toca o minério de ferro, 
dada por quada livre de altura H:

                                                                                                    (11)

2.3	 Condições de contorno
Conforme a Figura 2, a barra encontra-se com uma extremidade engastada e a 

outra livre assim tem duas condições de contorno em cada extremidade.
Na extremidade engastada (  = 0 ou i = 0), a deflexão é w(0,tj) = 0 e a inclinação 

é dada por , então, as condições de contorno para deflexão e 
inclinação são respectivamente:

                     wj
0 = 0                                                                                   (12)

e
                    wj

-1 = 0                                                                                   (13)

Na extremidade livre , temos o momento: . Isto é pela 
Equação (4):
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                                                                                      (14)

Pela força cortante:  = 0, temos:

                                                                         (15)

2.4	 Matriz dos coeficientes de deslocamento
A resolução das equações do sistema linear para o cálculo dos coeficientes de 

deslocamentos é realizada através das matrizes:

 (16)

onde .

3 | 	RESULTADOS E DISCUSSÕES
Os dados de entrada estão listados na Tabela 1.

Parâmetro Valor
Módulo de Elasticidade (E) 180 GPa
Raio (R) 0.0508 m
Comprimento da metade da barra (L) 2.21 m
Densidade (p) 7850 Kg/m³
Altura da queda (H) 6.096 m
Intervalo de tempo (Δt) 1 μs
Número de discretização (n) 221

Tabela 1 – Dados de entrada para as simulações
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A simulação foi realizada pelo Matlab. Para comparação, usou-se o software ANSYS 
Mechanical APDL 12.0.1, no módulo LS-DYNA. O elemento selecionado foi o BEAM161, 
configurado para seção transversal circular.

A figura 4 mostra a comparação dos resultados do deslocamento transversal do 
último nó da barra, i = n. Os resultados obtidos pelo MDF e pelo ANSYS são quase idênticos. 
Isso confirma que o algoritmo desenvolvido é confiável.

Figura 4 – Deslocamento no último nó da barra i = n, tempo de 0 a 0.5 s.

A Figura 5 apresenta o momento fletor máximo na barra e o ponto em que ele 
ocorre. O pico entre 1700 e 1800 μs pode ser interpretado, como dois locais (a 8% e a 
50% do comprimento) na viga onde os momentos fletores são quase idênticos e máximos 
no instante 1707 μs, ou seja, as tensões máximas poderão ocorrer nestes dois lugares no 
mesmo instante de tempo. Isto implica que a barra poderá ser quebrada nestes lugares.

Figura 5 – Posição de Momento Máximo vs Tempo.
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4 | 	CONCLUSÃO
A análise dinâmica do efeito de choque em uma estrutura em geral é complexa. 

O desenvolvimento do programa baseado no MEF para esse fim requer alto nível de 
conhecimento em MEF. O uso de software comercial representa elevado custo financeiro 
e de treinamento. O algoritmo desenvolvido baseado no MDF para análise da viga de 
Euler-Bernoulli é eficiente e confiável, mas relativamente simples em relação ao MEF.  Pelo 
programa desenvolvido, pode-se obter os perfis de deslocamento, velocidade e aceleração 
da viga em qualquer instante e em qualquer ponto da viga. Analisando os resultados 
obtidos, é possível perceber mais de um local na viga onde poderá ocorrer mesma tensão 
máxima no mesmo instante de tempo. Isso revela que a barra pode ser quebrada em 
pedaços. O algoritmo desenvolvido poderá ser utilizado em trabalhos futuros para análise 
de propagação de trinca provocado por choque.
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