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APRESENTACAO

A coletanea “Investigacdo, Construcéo e Difusdo do Conhecimento em Mateméatica”
€ uma obra composta por 27 artigos que tem como foco principal a difusdo de
conhecimentos na dimensdo matematica perante a uma diversidade de trabalhos. O
livro apresenta producdes cientificas do ambito nacional e internacional em formato de
relatos de casos, estudos bibliograficos e experimentais com teméaticas relevantes para a
comunidade cientifica, para professores em exercicio e aos que estao aperfeicoando seus
conhecimentos acerca do que esta sendo pesquisado, debatido e proposto no ensino da
educacao basica, bem como no ensino superior.

A relevancia da matematica nos diferentes niveis educacionais é imensuravel. Em
todo canto e em toda situacdo a matematica esta presente. Perante esse contexto, esta
obra fomenta as pesquisas na area da educacédo matematica, dissemina os conhecimentos
cientificos a partir das diferentes visdes tedricas e estudos contemplados pela referida
area, a saber: etnomatematica, tecnologias, recursos didaticos, formacéao de professores e
modelagem mateméatica. Também se insere nessa dimensao da difusdo do conhecimento,
as propostas interdisciplinares e conteudista para a educag¢do basica e ensino superior,
que visa primordialmente a aprendizagem com qualidade e de acordo com as exigéncias
da sociedade contemporanea, isto €, um ensino proximo ao contexto do aluno.

Debrucar nessa coletanea permite ao leitor se aventurar por diferentes conhecimentos
cientificos. Ampliara seus conhecimentos teéricos, bem como, enriquecera sua pratica
docente a partir dos relatos com materiais concretos, tecnolégicos e problemas
contextualizados. Todavia, desejo que esta obra contribua significativamente n&o apenas
para o enriquecimento teodrico e pratico, mas como meio motivador para novas investigacdes
e consequentemente para a difusdo do conhecimento cientifico matematico.

José Elyton Batista dos Santos
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RESUMO: A eficiéncia de um método numérico
na resolucdo de uma equacéo diferencial varia
em fungbes de varios fatores, como preciséo,
tempo de processamento, capacidade da
maquina, tipo de problema, entre outros.
Portanto, a analise dessa eficiéncia € bastante
complexa. A analise desse trabalho se
concentrard em um problema de valor inicial de
primeira ordem, onde seréo revisados métodos
e técnicas ja consolidadas pela literatura, como
o método de Euler, que se trata de um método
direto e considerado elementar para resolucéo
de EDO'’s; e 0 método de Heun, que pode ser
analisado de forma direta ou iterativa. Tais

analises serdo feitas a partir de aplicagdes
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comparativas, em que serao aplicados em
dois estudos de caso da Engenharia Quimica,
e serdo analisados indicadores de rapidez e
precisdo de cada método.

PALAVRAS-CHAVE:
Equacdes Diferenciais; Analises Numéricas.

Métodos Numéricos;

COMPARISON BETWEEN EULER AND
HEUN’S NUMERICAL METHODS IN
RESOLVING ORDINARY DIFFERENTIAL
EQUATIONS OF FIRST ORDER FROM
APPLICATION IN CHEMICAL ENGINEERING

ABSTRACT: The efficiency of a numerical
method in solving a differential equation varies
in function of several factors, such as accuracy,
processing time, machine capacity, type of
problem, among others. Therefore, the analysis
of this efficiency is quite complex. The analysis
of this work will focus on a first-order initial
value problem, where methods and techniques
already consolidated in the literature will be
reviewed, such as the Euler method, which is
a direct method and considered elementary for
solving ODE’s; and Heun’s method, which can
be analyzed directly or iteratively. Such analyzes
will be made from comparative applications, in
which they will be applied in two case studies of
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Chemical Engineering, and indicators of speed and precision of each method will be analyzed.
KEYWORDS: Numerical methods; Differential Equations; Numerical Analysis.

11 INTRODUCAO

Muitos problemas fundamentais da engenharia sdo dados em termos de variacdes
espaciais e temporais, e definem mecanismos de variacdo [4]. A abordagem de tais
problemas é feita através de Equacdes Diferenciais, que envolve uma fungdo desconhecida
e suas derivadas. Processos quimicos, fenbmenos de transporte, e transferéncia de calor
e massa sado exemplos de tais fen6menos, presentes na engenharia quimica.

Em problemas envolvendo misturas quimicas € bastante comum encontrarmos
equacdes diferenciais lineares de primeira ordem. As misturas séo constituidas por duas
ou mais substancias, sendo estas simples ou compostas, onde suas propriedades vao
variar de acordo com a proporcao de seus componentes e essas propor¢des podem ser
alteradas por processos quimicos [4].

Uma equacao diferencial é dita ordinaria (EDO) quando as derivadas da equacéao
pertencem a uma unica variavel, caso contrario, se trata de uma equacéo diferencial parcial
(EDP). Ha também a classificagdo quanto ao indice, ou ordem, da derivada presente na
equacao. Sendo assim, de acordo com [2], uma ED pode ser de ordem 1, 2, 3..., n, ...

Aresolucéo de uma equacéo diferencial implica em uma familia de curvas, chama-se
de solucéo geral. Porém, na maioria dos problemas, € necessario especificar uma curva
para descrever o fendmeno apresentado. Segundo [10], se existir condi¢des cujo nimero
coincide com a ordem da EDO, tem-se um problema de valor inicial — PVI, onde a solugao
geral se reduz a uma solugéo particular, baseada nas condi¢cOes apresentadas.

A determinacédo dessas solugcdes é um dos grandes desafios da ciéncia. Para esse
fim, ha varios métodos que resolvem analiticamente uma EDO, contudo nem sempre é
possivel obter a solugédo analitica de uma EDO, neste caso, os métodos numéricos sdo a
saida para se encontrar uma solugao aproximada [2]. Outro desafio é obter uma solucao
numeérica que se encaixam dentro de limites razoaveis, com o0 minimo de erro possivel.
A analise desse erro, assim como apresentacao de melhorias € o campo de estudo do
presente trabalho.

2| FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Equacoes diferenciais

A fim de gerar uma melhor compreenséo acerca dos estudos desenvolvidos neste
trabalho, serd apresentado um breve resumo da teoria fundamental relacionada as

equacdes diferenciais. As demonstragcdes dos teoremas mais gerais fogem do escopo do
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presente trabalho e serdo omitidas em seu texto, podendo serem vistas na bibliografia
basica dos cursos de equacdes diferenciais. Para iniciar-se o estudo, faz-se necessario
entender as classificacbes de uma equacao diferencial. Entre outros autores, [4] vem
mostrar que:

Definicdo 2.1 Uma equacdo que contém as derivadas (ou diferencias) de uma ou mais
variaveis dependentes em relagdo a uma ou mais variaveis independentes é chamada de
equacéo diferencial (ED).

Tais equacbes, podem ser classificadas por tipo, ordem e linearidade. Quanto ao
tipo, podem ser ordinarias ou parciais, onde a equacao que apresenta derivadas com
relacdo a uma unica variavel independente é chamada de equacéao diferencial ordinaria
(EDO).

Entretanto, se a equacao apresenta derivadas com relagdo a duas ou mais variaveis
independentes é denominada de equacao diferencial parcial (EDP). A classificagcao por
ordem, corresponde a derivada de maior ordem na equacao. Quanto a linearidade, dada
a EDO de n - ésima ordem por:

d™y F( dy cif”‘”y)
dxMm) ' dx” dx(n—1)

O problema a ser tratado em Equagdes Diferenciais Ordinarias, consiste em encontrar
uma funcdo y (ou solucédo) que satisfaca a equacéo citada anteriormente. Esta solugao
€ uma fungcao que nao possui derivadas nem diferenciais e ela podendo ser considerada
geral ou particular.

Uma solugéo particular é obtida a partir da solugcéo geral, dando-se valores especificos
as constantes. Frequentemente sao dadas as seguintes condicdes que permitem encontrar

os valores das constantes obtidas pelas integracdes:

Yf(xo) = Yo
y (x1) = ¥
v’ (x2) = v,

Y DX m-1) = Yn-1)

Para tais casos, se Xg = X1= X; = ... = Xp—1 entdo o problema é dito ser de valor
inicial. Caso contrario, o problema é de valor de contorno.

Neste trabalho, serdo tratados métodos numéricos para se conseguir os valores de
y(x) a partir de problemas de valor inicial.
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2.1.2 Problema de Valor Inicial (PVI)

Em geral, os métodos matematicos utilizados para resolver uma E.D.O. de primeira
ordem, fornecem como resultado uma solu¢do geral. Contudo, na pratica é de maior
interesse uma solucéo particular, ou seja, uma funcédo y(x) que satisfaca determinadas
condicOes de contorno que sédo impostas sobre ela e suas derivadas, e o problema para
encontrar tal fungéo dada as condigdes iniciais sobre x, € chamado de problema de valor
inicial (PVI).

Para resolver numericamente uma E.D.O. de primeira ordem com P.V.l., demonstrado
na equacao (2), supdem-se que ela satisfaz as condi¢des de existéncia e unicidade. Esta
solucdo numérica sera encontrada para um conjunto finito de pontos (um intervalo fechado
[a, b)) no eixo das abscissas.

d
= = f(x)

(2)
y(xo) = Yo

Considerando m subintervalos deste intervalo [a, b], sendo m = 1, € possivel
determinar m + 1 pontos onde as solu¢gdes numéricas devem ser calculadas. Estes pontos
X, € [a, b] séo igualmente espagados entre si por um tamanho de passo h, onde X, = X, +/
- h. O conjunto {xo, X1, X2, ..., X;» } obtido denomina-se rede ou malha de [a, b]. A solucao
numérica € uma funcéo linear por partes, em que € aplicada a cada subintervalo, cujo
gréafico apresenta-se como uma poligonal com vértices nos pontos (%j, ¥i)- Embora existam
métodos que apresentem uma boa precisao, os métodos numéricos sempre apresentarao
erros quando comparados com as solugdes exatas obtidas de um estudo analitico.

2.2 Abordagem dos métodos numéricos para resolucao de equacoes diferenciais

2.2.1 Serie de Taylor de fungé&o de uma variavel

Uma fungdo a uma variavel x, continua e indefinidademente derivavel e aproximada em
torno do ponto
X = a, pode ser representada por uma série de poténcias da forma:

f(X)_f(a)+f(a)( )+f”( )( ) ++ f(a yFx—ar _a) . (3)

Em aplicagcbes praticas, a Série de Taylor é utilizada em métodos numéricos, nao é
possivel computar todos os seus termos. O que se faz, entdo, € considerar apenas um

numero finito deles, truncando a série apos o n-ésimo termo, na forma:
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+f”()( ) +- +f”()( ) + R, (%) (4)

f(X)"‘f(a)+f()

O termo apresentado como R (x) corresponde ao erro de truncamento, que € expresso
pela equacao:

R = fr(e) 2 (5)
Emquea<e<x.

2.2.2 Método de Euler

O método de Euler € o método mais antigo e simples para resolucao de equacdes
diferenciais ordinarias. Desenvolvido por Euler (1707 — 1783) por volta de 1768, esse
método é também chamado de método da reta tangente, pois sua abordagem é feita
a partir da equacao da reta tangente [4]. Em um PVI, deseja-se obter as aproximacdes
Y1, Y2, .- N1 para as solugdes exatas V (x1),y (X2), .., ¥Xn uma vez que estas Ultimas
séo desconhecidas. Segundo Chapra (2006, p.555), a primeira derivada da funcéo y =
f(x), em x,, fornece uma estimativa direta da inclinagido em x . Portanto, para determinar
a projegao aproximada de um ponto seguinte (x,) em y, é feita uma estimativa através
desta inclinagéo, que é definida pela fungao da reta tangente a curva y no ponto (xy, ):

¥1= Lixg)

ylxyd

fix)

Mgl =¥

iy Xy

Figura 1 — Gréfico de L(x)
Fonte: Grafico de L(x) [7].

Sabendo que o ponto inicial (x_,y ) é fornecido pelo problema, o primeiro passo torna-
se a determinagao de um valor para y,. Para tal, aproximando-se a solugao y(x) por uma

série de Taylor no ponto x=x_ e truncando o segundo termo, tem-se:
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y(x) = y(xp) + y'(x0). (x — xp) (6)

Para x = x,:

y(x1) = y(x) + (x; —xp) .y (x0) (7)

Tendo em vista que, como valores exatos para y (xj) sao desconhecidos, faz-se uso
de valores aproximados y, e que (X1 —*o) =he y'(xo) = f(xo — ¥o), onde h é a distancia
entre os pontos x;, entdo:

(8)
Y1=Yo +h.f (xo— o)

Aplicando a formulag&o de Taylor para todos os subintervalos, pode-se definir uma regra
geral para o Método de Euler:

Vis1 =¥ +h.f (x —y;) (9)

Em que j pode assumir valores de 0,1, 2, ..., m — 1.

2.2.3 Método de Heun

Segundo Chapra (2013, p. 561), uma grande fonte de erro, no método de Euler, é
considerar que a derivada no inicio do intervalo pode ser usada em todo o intervalo. O
método de Heun, que também é chamado de método de Euler melhorado, apresenta uma
estratégia para melhorar a preciséo da solugcdo numérica. Uma das estratégias abordadas
nesse método, segundo o mesmo autor, consiste em envolver a determinagcdo de duas
derivadas, uma no ponto inicial e outra no ponto final, onde a nova inclinagéo sera dada
pela média das duas derivadas. As Figuras 2 e 3 ilustram essa abordagem.

s = L{Xy4q)

¥(Xisq)

¥ixd =y

X Xjwd

Figura 2 — Gréafico mostrando as inclinagdes em (X;, Vi) © (Xi41,Vi+1)

Fonte: Grafico mostrando as inclinagdes em (i, ¥i) € (Xj+1,YVi+1) [7]-
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¥lxgy)
Fiaa = L(x44)

¥l =¥

Y

Figura 3 - Gréafico mostrando as inclinagbes em (x,,y,) formando uma nova reta L (x) [7].

Fonte: Grafico mostrando as inclinagbes em formando uma nova reta [7].

Neste método, uma estimativa antiga pode ser usada repetidamente para obter uma
estimativa melhorada de y, _ ,, convergindo para uma estimativa de erro de truncamento
finito.

Pode-se entao considerar [10]:

) (10)
Yier = Yi + 50" (0) + ¥ (x141))
Usando o PVI, pode-se escrever as equacoes:
y'(xi) = f (xi,y1) ()
V' (Xi41) = f (is1,Yis1) (12)
A partir de uma aproximacao dada por:
Y(Xi+1) = yi + hf () (13)
Tem-se:
(14)

h
Viser =Yi t+ E(f (xiyi) + f(Xis1, hf (X y0))

Pode-se entdo considerar o algoritmo de Heun, dados Xg, Vo,h. Gera-se
aproximagoOes para y, para y (x,) atravésde i =0, 1, 2, 3...

(ki =f (xiy)
kz = f (Il" -+ h,yi + hkl)

h
Yi+1 =Yi + E(kl + k;)

L xi+1:xi+h
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31 METODOLOGIA

Este estudo almeja ilustrar uma situacéo analitica e sua respectiva solugédo numérica,
como também sua comparacdao com a solucao computacional, a partir da abordagem de
duas problematicas diferentes, o Problema 1, “P1”, que trata da andlise de mistura em
um tanque com salmoura e o Problema 2 “P2’ que trata da anélise de concentragcdes das
substancias e da temperatura em fungcéo do tempo em um motor, onde ha trocas de calor.
As andlises e comparacgdes serao feitas a partir da aplicacdo dos métodos numéricos de
Euler e Heun, que possibilitardo ndo sé a resolugao das equacgdes diferenciais ordinarias
de primeira ordem, como também a observacao das diferencas entre os métodos e suas
funcbes computacionais.

A aplicacdo dos métodos nos problemas selecionados, foram feitos com auxilio
computacional. As configuracbes do computador utilizado no teste estdo indicadas nos
quadros a seguir:

CARACTERISTICAS GERAIS
Fabricante: Lenovo
Modelo: 50GA
Processador: Intel® Core™ i3-4005U CPU @ 1.70GHz
Memoéria RAM: 4GB
HD: 1000GB

Quadro 1 — Dados referentes ao computador utilizado nos testes
Fonte: Manual do fabricante (2015).

CARACTERISTICAS GERAIS
Fabricante: Lenovo
Modelo: Windows 10 Profissional 64 bits

Quadro 2 — Dados referentes ao sistema operacional utilizado nos testes
Fonte: Manual do fabricante (2015).

3.1 Problemas Teoéricos

Os problemas que vamos solucionar a seguir, constituem parte da analise teédrica e
abordam dois casos de aplicagcédo na engenharia quimica, onde sédo aplicados os métodos
numéricos citados anteriormente. Vejamos seus enunciados:

Problema 1 [2]: Considerando um tanque contendo inicialmente 300 galées de
salmoura, com taxa de entrada da salmoura 3gal/min, concentracdo de 2lb/gal, e taxa de
saida de 2gal/min. Com essas informagdes nota-se que o liquido acumulara no tanque a
uma taxa de 1gal/min, logo em um tempo tem-se um volume de (300 + t) galdes e uma
taxa de entrada do sal igual a (3gal/min) * (2lb/gal) = 6lb/min. A concentracdo no fluxo
de saida é A(t)/(300 + t), em que A(t) é a quantidade de sal no interior do tanque e a
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quantidade fluxo de saida de sal & A(t)/(300 + t) * (2Ib/gal). Descrevendo a variagdo da
quantidade de sal A em funcédo do tempo t, tem-se:

dA_6 24
dt 300+t

Problema 2 [5]: Um motor resfriado a ar que gera calor com uma taxa constante
Qgeragao = 8530 Btu/min.,

O ar no involucro do motor circula rapido o suficiente para que sua temperatura
seja considerada uniforme e igual a temperatura do ar de saida. O ar passa através do
involucro do motor com uma vazéao de 6,00 Ib.mol/min, entrando com uma temperatura de
65°F, uma média de 0,200 Ib.mol de ar esta contida no involucro do motor. (Desprezaremos
a variacédo desta quantidade com a mudanca da temperatura do ar.) O calor é érdido do
invélucro para as vizinhangas com uma taxa de

3 Btu Btu
Qgeracao (min) - [33'0 °F. min

] (T — 65°F)

Suponha que o motor é ligado com a temperatura do ar dentro do involucro igual a
65°F.

Deduza uma equacéo diferencial para a variagdo da temperatura de saida com o
tempo desde a partida e a resolva.

Dados:

M =0,2 Ib.mol

C, = 5,00 Btu/(min.°F)

Qgerado = 8530 Btu/min

Qperdido = 33,0(T - 65) (Btu/min)

3.2 Estratégias de resolucao

+ Andlise da resolugé&o no tamanho do passo h;

+ Andlise de erros cometidos: erros absolutos (médio e maximo) e relativo (médio e
mMaximo).

3.3 Algoritmos

A seguir, estao representados os algoritmos utilizados nas simula¢gées dos métodos
numMEricos.

3.3.1 Algoritmo para o Método de Euler

No método, apOs a inicializacdo dos parametros, o laco é iniciado executando o
método de Euler e, consequentemente, novos valores de y séo retornados ao passo que o

valor de x (i) € atualizado a cada operagdao com um acréscimo h no seu valor. O processo
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termina quando o método tiver percorrido todo o intervalo [x ]. O grafico contendo

inicial’ x final

a funcéo solucéo analitica e a funcao aproximada pelo método é gerado simultaneamente.

Meétodo de Euler

Declare
Xinicial (variavel com o inicio do intervalo em x)
Xfinal (variavel com o fim do intervalo em x)
Vinicial (variavel com o valor inicial de y)
(variavel com o tamanho do passo)
x (vetor com os valores de x)
Ve (vetor com o valor da solugao numeérica)
f (funcdo na variavel x e y, da equagéo diferencial)
SA (solugao analitica do problema)

Leia Xinicial» x,r’inals Yinicial» h‘ f

X <= vetorlxinicia!: h: x,finm]

Ye < Vinicial

Para i de 1 até (x;i,q - Xinicia)/h faca
Ye < Ye + hox f(x(D), y(i))

Fim para

Escreva v,

Plot y, , SA

Figura 4 — Algoritmo para o Método de Euler
Fonte: Autoria prépria (2018).

3.3.2 Algoritimo para o método de Heun

No método, apos a inicializagcdo dos parédmetros, o lago é iniciado gerando novos
valores de y partir da média das inclinacées ao passo que o valor de x (i) é atualizado a
cada operagdo com um acréscimo h no seu valor. O processo termina quando o método

tiver percorrido todo o intervalo [x x ....]- O grafico contendo a fungéo solugao analitica

inicial’

e a funcéo aproximada pelo método é gerado simultaneamente.

Investigacdo, Construcéo e Difus&o do Conhecimento em Matematica Capitulo 23



Método de Heun

Declare
Xinicial (variavel com o inicio do intervalo em x)
Xfinal (variavel com o fim do intervalo em x)
Vinicial (variavel com o valor inicial de y)
h (variavel com o tamanho do passo)
x (vetor com os valores de x)
Ve (vetor com o valor da solugdo numérica)
k1 (valor da primeira inclinagcéo de cada iteragao)
f (fungdo na variavel x e y, da equacéo diferencial)
SA (solugdo analitica do problema)

Leia Xinicial xﬂ'rm!v Yinicial» h: f

X« vetor [Xipjciar: M x,f'[na.!l

Ye < Vinicial

Para i de 1 até (x;iq - Xinicia)/1 faca
k1 <y, + hox f(x(i), (i)
Ye Ve + (5) * (k1] + (Fx(@), ye) + f(x(i + 1), k1)
Fim para
Escreva y,
Plot y,, SA

Figura 5 - Algoritimo para o Método de Heun
Fonte: Autoria propria (2018).

4 | RESULTADOS E DISCUSSOES

A seguir serdo apresentados os resultados e discussdes relacionados aos problemas
tedricos propostos e a analise comportamental em diferentes casos de processos quimicos.

Para resolver os problemas citados nesta analise comparativa, os métodos numéricos
se apresentam como uma alternativa valida para encontrar uma solugéo aproximada. No
presente estudo foi utilizado o calculo analitico, e comparado o desempenho dos métodos
numéricos de Euler e Heun, onde ambos séo classificados como método de passo unico.
Segundo [2], métodos de passo unico trabalham com base apenas na informagéo de
um Unico ponto, e calculam uma predicao futura. Os problemas envolvendo misturas
guimicas trabalham com problema de valor inicial, portanto esse primeiro ponto é sempre
conhecido.

4.1 Resultados

4.1.1 Problema 1

A priori, analisou-se as condi¢des estabelecidas pelo problema, juntamente com a
E.D.O. fornecida:

dA_ 24
dt 300 + t
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Tal equacéo diferencial, possui a seguinte solugao analitica segundo a substituicdo dos
dados abordados pelo problema:

dA  ((2(t* +900t* + 270000t + 2250000))
dt (t +300)2

A partir do enunciado, sabe-se que a quantidade de sal envolvida no tanque € de
50/b, portanto A (0) = 50. Considerou-se

Na modelagem do problema em questdo, foram considerados dois tamanhos de
passo h para a analise comparativa, no algoritimo dos dois métodos, sendoelesh=171e h

= 10. A partir disso, obteve-se os seguintes resultados:
Considerando a resolucao pelo método de Euler:

h Iteracdes Erro Erro Erro relativo Erro relativo
absoluto absoluto médio maximo
médio maximo
1 401 6.7425x% 8.1724x 0.1091% 0.2024 %
1071 1071
10 41 6.8137 8.3979 1.0969% 2.1143 %

Tabela 1 — Resultados do método de Euler para o Problema 1
Fonte: Autoria propria (2018).

Pode-se destacar a influéncia da utilizagdo dos tamanhos de passo h=1e h =10

na Figura 6:
EULER
1 400
1 2004
shiadl Legendas
— Solug&o analitica
8O0 e e h=1
- 4~ 1 h =10
600
400 1
200
0 T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 W0 350 100
X

Figura 6 — Aplicagdo do método de Euler no Problema 1
Fonte: Autoria prépria (2018).

Considerando a resolucao pelo método de Heun:
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Erro Erro . .
- Erro relativo | Erro relativo
h lteracOes absoluto absoluto . L
Y L L . meédio maximo
médio maximo
1 401 0.0006 0.0008 0.0001 % 0.0002 %
10 41 0.0621 0.0797 0.0105% 0.0224%

Tabela 2 — Resultados do método de Heun para o Problema 1
Fonte: Autoria propria (2018).

Pode-se destacar a influéncia da utilizacdo dos tamanhos de passo h=1e h =10

na Figura 7:
HEUN
1 400
12004
1 0004
800 Legendas
- ] — Solucao analitica
od 0 = h=1
------ h =10
400 4
200
0 T
( 0 100 150 200 250 00 0 10
X

Figura 7 — Aplicagdo do método de Heun no Problema 1
Fonte: Autoria propria (2018).

4.1.2 Problema 2

Inicialmente é feita uma anélise sobre as condi¢cbes de contorno fornecidas no
enunciado do problema, e a partir disso deu-se prosseguimento aos balangos de massa
e energia em estado transiente, em que:

dT
MC,— =

E me(f)SOF -T)+ Ogerado - Operdido

Substituindo-se os dados destacados do enunciado, chegamos a seguinte equacéao

diferencial:
dT o
i —749T + 13.400°C /min
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Com PVI definido por:t=0e T = 65°F.

A resolugao desta equacao diferencial leva ao seguinte resultado analitico:

y(x) = —113,905 e~ 7*%* + 178,905

Na modelagem do problema em questdo, foram considerados trés tamanhos de
passo h para a analise comparativa no algoritimo dos dois métodos, sendo eles h = 0.01,
h =0.001 e h =0.0001. A partir disso, obteve-se os seguintes resultados:

Erro Erro . .
- Erro relativo | Erro relativo
h lteracOes absoluto absoluto . .
- . médio maximo
médio maximo

0.01 31 2.0646 25.2687 1.4223%. 20.2075%
0.001 301 0.1918 1.6206 0.1326% 1.2599%
0.0001 3001 0.0192 0.1576 0.0132% 0.1218%

Fonte: Autoria propria (2018).

Tabela 3 — Resultados do método de Euler para o Problema 2

Pode-se destacar a influéncia da utilizagdo dos tamanhos de passo h = 0.01, h =
0.001 e h =0.0001 na Figura 8:

140 4 l

100 <

160 < /

EULER

0.1

T T
0.15

X

Legendas

Solugéo analitica

------ h =0.01

h

Figura 8 — Aplicagcdo do método de Euler no Problema 2

Fonte: Autoria propria (2018)

Considerando a resolucao pelo método de Heun:
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Erro Erro . .
- Erro relativo | Erro relativo
h lteracOes absoluto absoluto . L
Y L L . meédio maximo
médio maximo

0.01 31 0.8726 6.7107 0.5692 % 5.3434 %
0.001 301 0.0050 0.0413 0.0035 % 0.0320%
0.0001 3001 0.0002% 0.0003 0.0001% 0.0002%

Tabela 4 — Resultados do método de Heun para o Problema 2

Fonte: Autoria propria (2018).

Pode-se destacar a influéncia da utilizagdo dos tamanhos de passo h = 0.01, h = 0.001
e h =0.0001 na Figura 9:

HEUN

> 1204

100 4

4.2 Discussoes

.nly.
X

Legendas

Solugdo analitica

777777 h =001

h

Figura 9 - Aplicagdo do método de Heun no Problema 4

Fonte: Autoria propria (2018).

0.0001

A partir da andlise computacional comparativa dos Métodos Numéricos de Euler e

Heun para resolucéo de Equacdes Diferenciais Ordinarias de primeira ordem, a influéncia

do tamanho de passo h no desenvolvimento dos problemas aplicados a engenharia

quimica abordados neste trabalho, foi 0 que mais se destacou na comparacao entre os

métodos, onde a diminui¢do do tamanho de passo h acarretou diretamente na diminuicao

dos erros associados aos métodos, tornando-os quase nulos. Tal efeito traduz-se em

um comportamente bastante aproximado ao comportamento da curva do resultado

analitico. Outro efeito observado neste estudo foi 0 do aumento de operacdes diretamente

proporcional a diminuicdo do tamanho de passo h, nos dois problemas abordados, em

decorréncia do aumento da preciséo.
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51 CONCLUSOES

Mediante apresentacdo dos resultados obtidos neste estudo, conclui-se que
o método de Heun apresentou um menor erro em relacdo ao método de Euler, sendo
mais apropriado para resolucdo destes tipos de problemas, embora a diferenca entre os
erros dos dois métodos possa ser considerada minima. Além disto, obteve-se resultados
importantes quanto a influéncia do tamanho de passo utilizado h, onde constatou-se que
guanto menor o tamanho de passo h, para os dois estudos de caso considerados no
presente trabalho, mais parecido se torna o comportamento da curva expressa pelos
métodos de Euler e Heun com o comportamento da curva expressa a partir do resultado
obtido analiticamente. Deste modo, comprova-se a melhor eficiéncia da utilizacdo do
método numérico de Heun na resolu¢do dos problemas utilizados na analise comparativa
deste trabalho, no ramo da Engenharia Quimica.
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